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W naukach matematycznych topologrzedstawia giwykorzystujc teore grafow, ktéra jest
dzialem topologii algebraicznej zwianej z relacjami w zbiorach, systemami algebrgicen
i strukturami. W Systemach Informacji Przestrzenf®pP) topologie zapisuje ¢sw odpowiednich
strukturach, sktadagych s¢ z powizanych tabel. Sposob ich zapisu zostat szczegoabunasiony w
normach (PKN 2002, ISO 19107) oraz w pracach (Blele2006, Eckes 2006, @izicki 1990,
Molenaar 1998, Sullivan, Unwin 2003, Utiski 1997). Ten tabelaryczny zapis ina przeksztatéiw
matematyczas forme grafu. W efekcie topologiprzestrzeni geograficznej oddajemy w postaci grafu
geometrycznego, ktérego elementyzly, krawedzie i obszary opisajpunkty, linie i powierzchnie.
Model ten ugty w formie macierzy zawiera relacje (topologie) edsy punktami, liniami
i powierzchniami (Lewandowicz 2004, 2005, 2006, kedowicz, Batandynowicz 2005).

W niniejszej pracy, postugaf sk prostym przyktadem, zaprezentujézne modele
topologiczne danych przestrzennych, zbudowane wrcapao jedne dane geometryczne.
Wykorzystupc teorg grafow (Wilson 2000, Kulikowski 1986, Cormen i in2007), przedstawiane
modele poka w formie graficznej i macierzowej. Rdorodnd¢ modeli wskazuje na liczne sposoby
interpretacji przestrzeni geograficznej, ktéra do@ zastosowanie w zadaniach analitycznych.

Jedry z wielu funkcji analitycznych jest poszukiwaniejkmatszej drogi mgdzy dwoma
punktami w sieci, np. drogowej (Kulikowski 1986).akie analizy powszechnie wykonujeg si
w oparciu o topologi sieciows (Esri 2003, Autodesk 2000, Bentley 2000, Systhérfa 2006).
Czasami istnieje potrzeba opisania drogi Zlimmsci przepcia) midzy obiektami niekdacymi
elementami uktadu sieciowego, np.cdey obiektami powierzchniowymi lub punktowymi, kédnie
sa zZwigzane z sieai drogows, do ktérych nie dochodziadna droga. Zaktadame jest to maliwe.
Tego zadania poelam sk i takie modele analityczne przedstawiam w tej iialoii.

Zapis danych przestrzennych za pomecgrafow

W pracy K. Eckesa (Eckes 2006) przedstawiono wycimalpy (rys. 1la) i zapis jej te
w formie modeli topologicznych: modelu elementame@ys. 1b) i facuchowego (rys. 1c).
Omoéwiona struktura zapisu danych (Eckes 2006) destrym wprowadzeniem do &® mojego
opracowania. Prezentowany przyktad w formie fragmenapy (rys. 1a) wykorzystam do budowania
modeli topologicznych, opisagych relacje midzy obiektami geograficznymi.

Przedstawione dane graficzne (rys. la, b, c) Zmpmsa formie uproszczonego grafu (rys.
1d). Zapisy grafowe 1c) i 1ld)astopologicznie tasame, obrazuaj relacje mgdzy elementami
geometrycznymi (Chrobak 2000, Engelking, Sieklutki86). Przyjmijmy,ze model 1d) stanowi
podstawe do budowania naeglzi analitycznych SIP. Zaigtam, ze mam zadanie, ktore avie sk
z poszukiwaniem najkrotszej drogi od sitowni wiatg) do jeziora. Poszukiwanie najkrotszej drogi
w sieciowej strukturze jest typowym zadaniem apetibym, powszechnie stosowanym w @pst/ch
narzdziach SIP. Poszukiwanie drogigdzy obiektami niezwizanymi ze struktur sieciows jest juz
bardziej skomplikowanym zadaniem. Powszechnie wchalprzypadkach stosuje ¢sianalizy na



danych rastrowych (Esri 2003, Ciechwsdii 2006). W oparciu o dane wektorowezma rozwizat to
zadanie. Wymaga to zbudowania modelu analitycznkifmy wiazatby obiekty punktowe, liniowe
i powierzchniowe w jednsiet. W tym celu musgwykorzyst& wyjsciowe dane i wykonakonwersje

ich do nowych form.
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Rys.1. Zapisy przestrzeni geograficznej: a) w fergraficznej na mapie, b) za pomaoc
modelu topologicznego elementarnego, c) za pamaoodelu topologicznego
tancuchowego, d) za pomaeaiproszczonej formy modelu topologicznego

(na podstawie: Eckes 2006)

dezioro

5 Elementy grafu
q krawedz opisujaca linie
— graniczng (id=1,.., &)
12 krawed?Z opisujaca odcinek

drogi (id=10,11,12

Y wezet {id=1, 2,..., 8)

Rys. 2. Zapis topologii danych przestrzennych stga grafu etykietowaneds



Zapiszmy model 1d) (rys. 1d) w formie grafu geoweznego, etykietowanegd; (rys. 2)
z zadanymi identyfikatorami eztow, krawedzi i obszaréw. W przedstawionym grafie wezly
opisup trojstyki granic, punkty zatamania drogi i sitowniviatrowe. Krawdzie G odpowiadaj
granicom uytkow i osiom drog, a pt obszaréw opisuje kolejno las, jezioro i trzy olvgzalne.

Przedstawione dane (rys. 2) ima zapis& w formach macierzowych (tabela 1): macierzy
sasiedztwa wztow S, macierzy ssiedztwa wztéw z kravedziami Sy« (w literaturze okrédanej jako
macierz incydencjl) i macierzy oczek-obszar6®e « przypisupcej kademu obszarowi graniczne
krawedzie. S to podstawowe macierze opiscg graf geometryczng. One odpowiadaj danym
zawartym w tabelarycznych zapisach topologii w mggh strukturach naeziziowych (Bielecka
2006, Eckes 2006, Gdzicki 1990, Molenaar 1998, Sullivan, Unwin 2003bbhski 1997).

Tabela 1.Podstawowe macierze opigcg graf geometryczn@: macierz gsiedztwaS, przedstawia
relacje m¢gdzy weztami grafuG; macierzSy.« przedstawia relacje gdzy weztami i kranedziami
grafuG; macierzSox przedstawia relacje mdzy obszarami i kragdziami grafuG
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MacierzeSy, Swv.k, So.x OpiSUp wybrane relacje mdzy weztami, krawedziami i obszarami
grafu. MacierzS informuje, ktore wzty s3 polaczone krawdzia. J&li element macierzy s);
przyjmuje warté¢ 1, to znaczy,ze wezly opisane identyfikatorami, j sa pofaczone krawdzia.
MacierzSy.x przypisuje wztom krawedzie, czyli element macierfgw.«); przyjmuje warté¢ 1, jesli
wezel i stanowi wierzchotek kragdzi j. Kolejna macierzSo przypisuje obszarom kragzie
ograniczajce je. Element macierzys{x); przyjmuje warté¢ 1, jesli krawedz j stanowi grani¢
obszaru.

Zauwamy, ze grafG (rys. 2) jest niespgjny, ¢ty identyfikowane numerami 9 i 10 nig s
powiazane zzadma krawedzia. Nazywa st je wezlami swobodnymi. Wida to take w zapisach
macierzowych w Sy, Sy wiersze macierzy identyfikowaneggfami o numerach 9 i 10 zawiea]
same zera.

Konwersja wyjsciowych danych do nowych form

Przedstawiony gra6 (rys. 2) oraz jego zapisy macierzoBg, Sy Sox Wykorzystam do
tworzenia nowych struktur zapisu topologii danychestrzennych (Lewandowicz 2007).

Zauwamy, ze w oparciu o macierdy.x mazna okrdli¢ graf ssiedztwa krawdzi Gk (rys. 3)
opisany maciekgS¢. Mozna go uzyskapoprzez przemrignie macierz\by.x i wyzerowanie warkzi
diagonalnych uzyskanego iloczynu:

Sc= ((Sw)" Sw)-Diag((Swx)" Sw)

gdzie Diag((Sw-x) 'Sw.x) jest macierz diagonala o wyrazach réwnych 2. Elementy macier3y
przyjmuja wartasci 1 lub O: (s¢); rowny 1 okresla, ze krawgdzie grafuG identyfikowane przez, |
bezpdrednio gsiaduj, map wspoélny wzet domykagcy te kravgdzie.

Macierz Sox zawiera dane, ktére pozwalaha wygenerowanie informacji msedztwie
obszardw. Zapiszmy jw macierzySoi przedstawmy graficznie za pompoGo :

So= Sox ( Sox)™-Diag(So« (Sox)),

gdzie Diag(Sox(Sox )") jest macierz diagonalna o warkgiach (So); réwnych liczbie krawdzi
opisupcych obszar. Na rys. 4 przedstawiono graf w zapisie graficznym i macierzowym.
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Rys. 4. Graf gsiedztwa obszardé®, przedstawiony graficznie i w formie macielQy

Graf Gp zawiera krawdzie, ktore mena identyfikowa 2z liniami granicznymi
rozdzielagcymi dwa obszary. Przyréwnyg daneSo z Sox, mazna okrali¢ identyfikatory krawdzi
grafuGo:

(D-(Ih=(Las)-( Jez) =38, (IN-(1H+ (Jez)-(Rol-1B 9,
(H-1)=(Las)-(Rol-1) =7, (1m-(v)= (Rol-1) — (Rol-3) 11 ,
(1-(v)=(Rol-1)-(Rol-2)= 10, (IV)-(V)= (Rol-2)-(Rol-3)= 12

Taka interpretacja upovmia do przedstawienia grafé@;, Gy, (rys.5) jako pochodnych forns, .

Go’

Rys. 5. Przedstawienie graficzngsiedztwa obszaréw z liniami rozgraniczajmi te obszary za
pomoa modeliGy, Gy opisanych macierzant, orazSo«. Model G, zawiera obszary i linie
rozgraniczaice dwa obszary. Models,» zawiera dodatkowo granice zegtrzne kompleksu
obszarow



W oparciu 0 modelé&, Gi, Go opisatam w macierzachygedztwo wztow Sy, kranedzi S,
obszarédwS, oraz gsiedztwo weztow z krawedziami Sy, obszarow z kraedzi Sy «. Brakuje opisu
sasiedztwa obszarow zemtami, czyli przypisanie kademu obszarowi gztow stanowicych punkty
graniczne. Uzyskamy te dane poprzez dziatanie rj&cieyych macierzacldo.x , Swk, Otrzymupc
So-wi

Sow= (Sox(Swx))/2
Otrzymara macierzSo. przedstawiono na rys 6.
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Rys. 6 Macier®..w przypisupca obszarom gzly rozgraniczajce

Macierze wyjciowe (bazowe)Sy, Swx, Sox Oraz pochodneSi, S, Sow mMozna uzupetrd
transpozami macierzy:

Sw)’ = (Scw),

(Sox)" = (Sco),

(Sow)" = (Sw-0)-
Jest to uzasadnione tyrre relacje g zwrotne (W-K)-(K-W). Przyjmijmy, ze j&li (W-K)=(K-W) to
mozemy je zapisajako W « K). Wszystkie przedstawione wsf macierze zawierajpodstawowe
dane topologiczne danych przestrzennych. €éme je na podstawie upagkowanego rysunku

mapy (rys.1).

Model topologiczny S danych przestrzennych

Proponug macierze bazowe i pochodne, ckoae wyzej, zapisa w jednym modelu w formie
macierzy blokowefs (rys. 7}

Sy Swx Swo
S=|Saw S Seo
Sow Sox S

MacierzS jest macierz symetrycza o wymiarach(n x r), gdzien jest sum liczby weztdw, kravedzi

i obszaréw; w naszym przykladae=10+12+5=27. W modeluS wiersze i kolumny s etykietowane
identyfikatorami veztow, krawedzi i obszaréw grafis. Model topologiczny danych przestrzennych,
opisany macierz S mozna przedstawi graficznie w postaci grafiG® G*=f(G). Wezly grafu G°
obrazuj wezly, krawcdzie lub obszary grafu wigiowegoG. Nie pokae G° w formie graficzne;j,
gdyz rysunek bytby mato czytelny, zawieralt®7 weztow i 168 krawedzi. Przedstawi tylko

przyktadowe podgrafG; grafuG®, Gy [0 G® gdzie § jestkombinacy mazliwych indeks6w{w, k. o,
WK, kW, wo. ©ow. ®o. ©h U {w o w.k woonk.0D: NP Ggix.o OG®
i Gay . oyew . k)+(k .0y Ll G° Opisane odpowiednimi wybranymi blokami maciegfrys. 8).

0 O 0 0 Syx Swo
SK+(KH0) =0 S< SKED ) S(WHO)+(WHK)+(KH0) = SKIW 0 SKIZ(D
0 Sx O Sow Sko O



In_1v

0
0

1

1

0
0
0

0
0
0

1
0

0
1

0
1

1

1

0

N
—l

—
—

o
—

o

ool

N~

©|

Yol

<

0
0

0
1
0

0
0
0

110 0 O

0ofo0 0 O

0
0
0

0
0
0

0of0 0 O

of1 0 O

0
0

110 0 O
110 0 O

0
0

1
0
0
0

1
1
0

0

1 0[O0 0 O
0

0

1
0

1 2 3 45 6 7 8 9 10

0f1 1 o0 0 0 OO 1 O
0fo 1. 12 0 0 0 O 0 1
0fo 0 1121 0 0 O O O
0fo 0 0112 0 0 O O
ofo 0 0 01 1 0 0 O

0j]1 0 0 60 01 1 0 O

0j]0 0 0 000 1 1 1

ofo 0 0 0 0O OO OO
0ofo 0 0 0 OO O OO
0Of0 0 0 0O OO0 OO
0fo 1. 0 0 01 1 10

1 0 0 0 01 0 0O
11 0 0 0 0 0 0 O
01 1 0 0 0 O0 OO
0 0112100 00O
0 0 012110000
0 0 0011 00O
0 0 0001 100
1 00 0 0 0 1 0O
01 0 0 001 0O

01 0 1 0 0 0 0 1 1
00 1 01 0 0 0 0 1

0fo 0 1 01 0 0 O O

0ofo 0 01 01 0 0O

0f1 0 0 01 0 1 0O

0f1 0 0 00 1 0 11

01 1 0 0 0 0 1 0 1

00 1.1 0 0 0 1 1 O

00 0 0 061 1 0 0O

ofo 0 11 0 0 O O O
0Of0 0 01 12 0 0 0O
0f1 0 0 00O 1 1 0

1 00 0 0 1 1 0O
11 0 0 0 01 0O
01 1 0 1 1 1 1 0

0o 1 0 60 0 0 0 1 1

0j]o0 0 1 0 0 1 0 0 1

0J]0 0 0 01 0 0 0 O

0J]0O 0 0 0 1 0 0O O O

0 0 1 1 0 0 O 1 O

110 1 0 0 0 1 1 0 O
21 0 1 0 0 0 1 0 O
3]0 1. 0 1 0 0 O 1 O

410 0 1 0 1 0 0 1 O

50 0 01 01 0 1 O

6|1 0 0 01 0 1 O O

711 1 0 0 0 1 0 0 O

8]0 0 1. 1 1 0 0 O O

90 0 0 0 0 0 O O O
100 0 0 0 0 0 0 0 O

1
2
3
4
5
6
7
8
9

100 0 0 0 1 0 O 1 O

11{0 0 1 0 0 0 0 1 O

1210 0 0 1 0 0 0O 1 O

Vo o o 1 1200 1 0

\Y

Rys. 7. Macierz blokow8 jako model topologiczny danych przestrzennych antwanych na rys. 1,2

Jezioro
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Punkty jako trdjstyki

granic i drog

$10,11}

Linia graniczna uzytkdw

Odcinek drogi: id

punktowymi,  liniowymi

obiektami

midzy
i powierzchniowymi danych przestrzennych: a) g@fﬂKHO) opisupcy sasiedztwo krawdzi

relacje asedztwa

Wybrane

Rys. 8.

i krawedzi z obszarami, b) graG(?NHOHWH K)+(K .. 0) OPISURCY sasiedztwa wztow z obszarami,

weztéw z kravedziami i kravedzi z obszarami



Przedstawione modelG,fHKHo), G(;Q’NHOHWHKHKHO) tacza w sieci obiekty punktowe, liniowe

i powierzchniowe danych przestrzennych. W opardie struktury sieciowe (rys. 8 b) uma okréli¢
drogz (w grafie) medzy np. jeziorem (ll) a skrzpwaniem drog (8), ale jest za mato danych, aby
wskaz& drog: miedzy sitowni wiatrowg a jeziorem.

Wezly opisupce sitownie wiatrowe — jak zauwano powyej — s elementami niespojnymi
w grafie G. Takze w modeluS nie § powiazane zzadnymi innymi obiektami. Chc je wprowadzi
do przedstawianych modeli, musimy ihidodatkowe dane wygenerowane z danych przestrzennyc
(geometrycznych, rys. 1a).

Wigazanie niespojnych danych (sitowni wiatrowych) z moelami bazowymi
Sitownie wiatrowe w grafieG s opisane za pomacwezidw swobodnych. Che je

uwzgkdni¢ w przedstawianych modelach, nalge zwiazac mostami z elementami spojnymi gradu
(weztami,  krawedziami  lub  obszarami). Mma to zrobi na r@ne  sposoby:
G-G,_,: G,._,=Tf(G), x={w,« ¢ Przyjmijmy,ze nasze mostyghla wiazat wezty swobodne z:

v' najblizszym weztem sktadowej spojnej grafa,

v' najblizsz krawedzia sktadowej spojnej grafG,

v' obszarem (oczkiem grafu), wewire ktérego g potazone.
Takie dane mma otrzyma, wykonupc dziatania na danych geometrycznych. W tym celSI®
wykorzystuje si typowe algorytmy: poszukiwania najmzego punktu, kraydzi i przecécia
(zawierania punktu na powierzchni). W oparciu o ikiytych dziataa mazemy zmodyfikowé wyzej
przedstawione modele do nowych postdsi— G,_,,, G« — G G, - G{.,,, zobrazowanych

narys. 9.

m
K-w?

Rys. 9. Trzy sposoby wiania veztow swobodnych z elementami spéjnego grafu:
a) z najbliszymi weztami G - G/_,,, b) z najbliszymi kravedziami G, - Gy’

K-w?

c) z obszarami, na ktérych potazone G, — GZ.,,

Przedstawione modele zawieraglacje topologiczne ralzy sitowniami wiatrowymi i innymi
sasiednimi obiektami oznaczonymi na mapie. Jednawigzan wprowadz do modeIin Zrys.8.



Przyjgtam, ze wezty swobodne najlepiej powdac z obszarami. Modyfikac modele G}§+(KHO)

G(?NHOMNHKHKHO) (rys. 8) u zyskatam nowe grafy (rys. 10), ktore gmowvykorzystg do

rozwiagzania zataonego zadania: okskenia najkrotszych drog (pra€) miedzy sitowni wiatrowa (9)
a jeziorem (ll). Przedstawione grafy (rys. 10) pmayjc jako modele sieciowe wiace obiekty
geograficzne o hej geometrii.

Jezioro
Las
Rola

Punkty jako rdjstyki
granic i drdg

Odcinek drogi
Linia graniczna uzytkdw

Shownia wiatrowa

Rys.10. Zmodyfikowane model@,fr:(K 2oy | G&THOMNH K)+(k .0y (Patrzrys. 8) uwzghniajace
powiazanie veztow swobodnych z obszarami

Poszukiwanie najlepszej, najekonomiczniejszej dvognaga przypisania odpowiednich wag
krawgdziom grafow, uwzgldniajac cechy drogi i przygte srodki komunikacji (Kulikowski 1986, Esri
2003, Lewandowicz 2005, Ciechaski 2006). W zalenosci od wagowania kragdzi grafu maemy
uzysk& w rozwigzaniu r@ne maliwe przepgcia uwzgkdniajpce lub nie np. dragna skroty przez
grunty orne. W oparciu o praje modele (rys.10) niemy zapisa drogi w grafie w formie digrafow
(rys. 11) np.: (9-1V-14ll-9-II), (9-1V-10-11-3- 9-11), (9-1V-10-6-7-8-Il), (9-IV-10-6-1-8-11),.

Algorytmy zwiazane z poszukiwaniem najkrotszej drogi w grafigewszechnie dogbne w
literaturze (Cormen i inni 2007) i serwisach inwtowych. Najpopularniejsze z nich to algorytm
Dijkstry oraz Forda Bellmana.

Whnioski koncowe

Umiejetnos¢ czytania mapy pozwala na oklenie relacji przestrzennych gaizy obiektami
geograficznymi. Dyspongg Systemem Informacji Przestrzennej, powdmy miet mozliwosé
uzyskiwania takich informacji automatycznie w wynigrocedur systemowych. Upadkowane dane
geometryczne opisage obiekty geograficzne stanavbaz wyjsciowa do takich dziath. Zbudowana
topologia danych przestrzennych utiwia opis topologiczny obiektdéw geograficznych warihach
przyjaznych wyszukanym analizom.

Powszechnie stosowany zapis danych topologicznyddtrukturach tabelarycznych b
przeksztatldd w macierzowe zapisy grafébw. Numeryczne przetwaezastrzymanych macierzy
pozwala na uzyskanie nowych form topologii danyazeptrzennych. Przyklady takich modeli
przedstawiono wiej. Model wypciowy G opisany macierzamiSy, Sw.k Sox Wynika z
uporzadkowanych danych graficznych. Przeprowadzone kosiemodelu wyjciowego G do

zaprezentowanych forn®,, G,, Gy, Gy, G, Gy UG® G, G,, G, iprzedstawionych
zapiséw macierzowycls, &, nie wyczerpuj mazliwosci modelowania danych przestrzennych. Ta
réznorodnd¢ zapisow topologii danych przestrzennych powinngzeti sie z konkretnymi zadaniami

analitycznymi.



Mozliwo$ci dojscia z sitowni wiatrowej (9) do
jeziora (1):
v' Rozwigzania preferujce drogi i granice aytkéw
1) 9-1V-12-11-3-9-Ii
2) 9-IV-10-11-3- 9-I
3) 9-IV-10-6-1-8-II
4) 9-1V-10-6-7-8-Il
5) 9-1V-5-6-1-8-lI
6) 9-1V-5-6-7-8-II

v Rozwigzania uwzgidniajace przejcie na skroty
przez grunty orne
1) 9-1V-10-111-9-II
2)  9-1V-10-111-7-II
3) 9-1v-8-lll-7-II
4) 9-1vV-8-111-9-I

Rys. 11. Maliwe drogi z sitowni wiatrowej (9) do jeziora (ll)okreslone z modeli
przedstawionych na rys. 10: a) rozménia preferujce drogi i granice zytkdw, b) rozwizania
uwzgkdniajace maliwosci przegcie (na skrét) przez grunty orn

W niniejszej pracy zatmno zbudowanie modelu sieciowegi;zicego elementy punktowe, liniowe i
powierzchniowe, w celu poszukiwania drogieddy sitownih wiatrows a jeziorem. Przedstawiono
kilka modeli spetniajcych zataony cel, okrélono mazliwe drogi midzy tymi obiektami.
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Streszczenie

System Informacji Przestrzennej (SIP) stanowi ¢ume do wykonywania analiz
przestrzennych. Dane geometryczne odgrywajotry role w tego typu zadaniach, pozwalaj
wizualizowa& przestrzé i sq podstaw do okre&lania relacji miedzy obiektami geograficznymi. Te
relacje tworz topologie danych przestrzennych.

Powszechnie topologidanych przestrzennych w SIP przyjmuje jako struktug zapisu
danych geometrycznych (Bielecka 2006, Eckes 20@6dzki 1990, Molennar 1998, Urbaki
1997). Przyjmujc okreglone modele topologiczne, padkuje s¢ zapis danych geometrycznych w
struktury bazy relacyjnej. Upagdkowanie danych pozwala na ich przetwarzanie. Relatedzy
danymi geometrycznymi stanguidpologe, ktora jest podstaywdo budowy nardzi analitycznych w
SIP (Eckes 2006).

W niniejszej publikacji przedstawiono przyktady wWwersji danych topologicznych,
utworzonych w oparciu o upaerdgkowane dane geometryczne, do nowych form. W efakgskano
relacje medzy obiektami geograficznymi. Zapis tych relacjfasmie grafu stanowi matematyczny
model topologii danych przestrzennych. W niniejsraglikacji wykorzystano przyktad graficzny z
pracy Eckesa (Eckes 2006), w ktérej wgjano podstawy zapisu danych przestrzennych w m@goin
przyjetych modelach topologicznych. Przedstawione zapisfprmie tabelarycznej i grafu (Eckes
2006) zostaly przetworzone do nowych form. Zawarpeacy przyktady graficzne prosto obrazogvuj
omawiane zagadnienia.
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